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Модель динамічної мережі на базі застосування
гіперкомплексних числових систем

Запропоновано використання гіперкомплексних числових систем для
опису динамічної мережі та різноманітних впливів у цих мережах. Для
спрощення обчислень запропоновано використовувати ізоморфні гіпер-
комплексні числові системи, таблиця Келі однієї з яких має діагональ-
ний вигляд.
Ключові слова: складні системи, складні мережі, гіперкомплексна чис-
лова система, ізоморфізм гіперкомплексних систем, модель впливу.

Вступ
В останні роки отримав розвиток напрям дослідження мереж, в яких зв’язки

у змістовному плані відповідають взаємним впливам вузлів. Дослідженню таких
складних мереж (Complex Networks) присвячено багато праць [1–3], але найчастіше
вони відносяться до розповсюдження одного виду активності (впливу). В той же
час уже з’являються дослідження, що пропонують розглядати декілька характерис-
тик впливу [4–6]. Зокрема, розробляються та досліджуються різноманітні матема-
тичні моделі: моделі з порогами, моделі незалежних каскадів, моделі розповсю-
дження епідемій, моделі марковських процесів та ін. [7–11].

У цій роботі пропонується застосовувати гіперкомплексні числові системи,
які є математичним апаратом, що дозволяє моделювати деякі мережеві задачі та
вирішувати їх на новому рівні [12].

Постановка задачі
Метою даної роботи є моделювання розповсюдження декількох характерис-

тик впливів на вузли складної мережі із застосуванням апарату гіперкомплексних
числових систем (ГЧС).
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Гіперкомплексна мережева модель розповсюдження
декількох видів активності

Розглянемо мережі, де ребра відповідають взаємним впливам вузлів. Зазвичай
розглядаються динамічні мережеві моделі, засновані на розповсюдженні одного
виду активності. Запропонована модель, навпаки, базується на мережах, в яких пе-
редбачено багато видів активності.

Нехай складна мережа — це граф, який складається з N вузлів, між якими є
зв’язки між вузлами i та j (ребра) з вагою , , , 1,...,i jL i j N= . Якщо ребро між вуз-
лами відсутнє, то враховуємо вагу зв’язку , 0i jL = . У загальному вигляді складна
система виглядає, як зображено на рис. 1.

Рис. 1. Загальний вигляд складної системи

У запропонованій моделі розглянемо таку
можливість, що в кожному вузлі є декілька влас-
тивостей, які можуть бути описані гіперкомплекс-
ною числовою системою вимірності Т у загаль-
ному випадку (рис. 2).

Вплив властивостей одного вузла на інший
може відбуватися за таблицею Келі деякої ГЧС
(рис. 3).

Рис. 3. Загальний вигляд таблиці Келі

Рис. 2. Властивості одного вузла
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Розглянемо випадок, коли вузол має тільки дві властивості Т = 2. Тоді таблиця
Келі складається з чотирьох клітинок (Т2 = 4):

( )

221122112

221122111

212

ececebebe
ebebeaeae

ee,eГ

++
++ . (1)

У таблиці Келі (1) усі структурні константи — дійсні числа. Але не будь-яка
таблиця вигляду (1) буде ГЧС. Для цього вона повинна мати одиничний елемент e .

Якщо

1 1 2 2x e x ee = + , (2)

то наявність одиничного елемента буде вимагати існування нетривіального дійс-
ного рішення гіперкомплексного рівняння

W We = , (3)

де ( )2,2211 eГewewW Î+= .
Рівняння (3) перетворюється у систему лінійних дійсних рівнянь

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 1 1 1 1 2 1 2 1
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Як бачимо з (5), компоненти одиничного елемента залежать не тільки від
структурних констант гіперкомплексної системи ( )2,eГ , що, в загальному випадку,
не протирічить визначенню одиничного елемента, але і від компонент коефіцієнта
W  рівняння визначення одиничного елемента (3), чого не повинно бути. Єдиний
засіб виключення залежності виразу (5) від компонент числа W  є пропорційність
коефіцієнтів квадратичних форм, що стоять у чисельнику та знаменнику (5):

2 2 1 1

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

b c b c
a b a b a c a c b c b c

- -
= =

- - -
, (6)

2 1 2 1

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

a a b b
a b a b a c a c b c b c

- -
= =

- - -
. (7)

Вирази (6) і (7) являють собою систему з чотирьох незалежних рівнянь, які
визначають вимоги до структурних констант для того, щоб ГЧС (1) мала одинич-
ний елемент.
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Система чотирьох рівнянь (6), (7) має шість невідомих структурних констант.
Будемо вважати константи 21, cc  вільними, тому що ГЧС з такими структурними
константами вже відомі.

Тоді система (6), (7) має два розв’язки.
1-й розв’язок:

1 2 1 2 1 1 2,  0,   0,   ,   , .a R a b b a c c RÎ = = = Î (8)

Це рішення приводить до системи

( )1 1 2

1 1 1 1 2

2 1 2 1 1 2 2

, 2Г e e e
e a e a e
e a e c e c e+

. (9)

Система ( )2,1 eГ  має одиничний елемент e , який не є елементом базису ГЧС:

1
1

1 e
a

e = , (10)

Підтвердженням цього є наступне:

( )1 1 2 2 1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2
1 1 1

1 1 1W w e w e e w a e w a e w e w e W
a a a

e = + = + = + = . (11)

Лінійним невиродженим перетворенням базису { }21,eee =  можна перейти до
нового базису

1 1
1

1f e
a

= , 2 2f e= , (12)

що дає ГЧС ( )2,2 fГ , яка ізоморфна ( )2,1 eГ :

( )2 1 2

1 1 2

2 2 1 1 1 2 2

, 2Г f f f
f f f
f f a c f c f+

. (13)

Система ( )2,2 fГ  ― це ГЧС, яка може бути ізоморфною системам QC ,QD
або QW  [13, 15].

Залежно від знаку виразу
2
2

1 1 4
ca c + (14)

вона ізоморфна одній із «класичних» систем: комплексній ( )2,eC , дуальній ( )2,eD ,
двійній ( )2,eW .



Модель динамічної мережі на базі застосування гіперкомплексних числових систем

ISSN 1560-9189 Реєстрація, зберігання і обробка даних, 2020, Т. 22, № 4 83

2-й розв’язок:

( )( ) ( )

{ }
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(15)

Цей розв’язок приводить до такої системи:

( )
( )( ) ( ) ( )

( )

3 1 2
2
1 1 1 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1 2 1 2
1 1

2 1 1 2 1 2 1 1 2 2

, 2Г e e e
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. (16)

ГЧС ( )2,3 eГ  має одиничний елемент:

( ) ( )1 1 1 2
1 2 1 1 2

1 c e b e
c c b c c

e = -
- +

. (17)

При значеннях структурних констант

1 2 2 1 2 20,   ,   ,   0b b c a c a= = = =  (18)

система (16) ( )2,3 eГ  перетворюється в ізоморфну їй систему

( )4 1 2

1 2 1 2 2

2 2 2 1 1 2 2

, 2Г e e e
e c e c e
e c e c e c e+

(19)

з одиничним елементом

1
2

1 e
c

e = . (20)

Лінійним невиродженим перетворенням базису { }21,eee = можна перейти до
нового базису

1 1
2

2 2

1 ,

,

f e
c

f e

=

=
(21)

що дає ГЧС ( )2,5 fГ , яка ізоморфна ( )2,4 eГ :

( )5 1 2

1 1 2

2 2 1 2 1 2 2

,2Г f f f
f f f
f f c c f c f+

. (22)
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Система ( )2,5 fГ  ― це система, яка може бути ізоморфною системам QC ,
QD  та .QW  Залежно від знаку виразу:

2
2

1 2 4
cc c + . (23)

Система ( )5 , 2Г f  ізоморфна одній із «класичних» систем: комплексній
( )2,eC , дуальній ( )2,eD , двійній ( )2,eW .

Таким чином, розглядаючи вплив одного вузла на інший з двома властивос-
тями, можна використовувати ГЧС, таблиця Келі якої має вигляд (22)

Основні відомості про пакет гіперкомплексних обчислень
Основною трудністю виконання аналітичних операцій з гіперкомплексними

числами є їхня багатовимірність і пов’язана з цим фактом громіздкість в аналітич-
ному вигляді виразів від багатовимірних гіперкомплексних чисел, таких як добу-
ток, корені рівнянь, норми та ін. Виконання такого аналізу «вручну» на папері з
високим ступенем імовірності приводить до виникнення помилок різного типу.
Щоб уникнути цього треба використовувати методи та засоби автоматизації аналі-
тичних обчислень з гіперкомплексними числами. Ці засоби являють собою пакет
програм і процедур, створених на основі СКА Maple [14, 16].

Так як система комп’ютерної алгебри Maple дозволяє створювати спеціалізо-
вані пакети різних обчислювальних процедур, то програмний комплекс гіперкомп-
лексні обчислень (надалі — ПКГО) являє собою пакет, що має свій ідентифікатор.
ПКГО можна викликати, приєднувати до програми та транспортувати на інші
комп’ютери. З процедур ПКГВ можна формувати програми обчислень, використо-
вуючи засоби алгоритмічної мови Maple.

Багато уваги при розробці ПКГО було приділено способам і структурам пред-
ставлення даних. Як було зазначено вище, ПКГО призначений для оперування з
даними в гіперкомплексному вигляді. Як відомо, загальний вигляд гіперкомплекс-
ного числа такий:

1 1 2 2 ... n nA a e a e a e= + + + ,

де n — вимірність ГЧС; ia  — алгебраїчні вирази; ie  — елементи базису ГЧС («уяв-
ні одиниці»).

Таку форму гіперкомплексного числа будемо називати натуральною. Як по-
казує досвід, оперувати з гіперкомплексними числами в натуральній формі досить
незручно. Це пов’язано з тим, що різні операції виконуються з коефіцієнтами при
базисних елементах, які потрібно виділяти й ідентифікувати.

У той же час, у системі Maple є засоби, що дозволяють позбутися цих і бага-
тьох інших незручностей, що пов’язані з використанням натуральної форми по-
дання гіперкомплексних чисел. Справа в тому, що в натуральній формі представ-
лення гіперкомплексних чисел важливі тільки коефіцієнти при елементах базису і
їхній порядковий номер у зображенні гіперкомплексного числа, тобто гіперкомп-
лексні числа можна представити у вигляді вектора. Однак векторно-матрична фор-
ма не підходить з огляду на те, що компоненти матриціта вектора повинні бути од-
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нотипними. У той же час у системі Maple є така форма представлення даних як
список — list — упорядкований набір різнотипних даних. Для оперування з даними
у форматі списків у Maple існують численні команди, які дозволяють задавати спи-
сок, визначати довжину списку, складати два списки однакової довжини, визначати
член списку за його порядковим номером у списку, множити всі члени списку на
будь-який вираз тощо. Подання гіперкомплексних чисел у вигляді списку називає-
ться списочним або внутрішнім поданням гіперкомплексних чисел. Таким чином,
будемо користуватися представленням:

[ ]1 2, ,..., nA a a a= .

Тоді сума двох чисел буде визначатися дуже просто:

[ ] [ ] [ ]1 1 1 1,..., ,..., ,...,n n n nC A B a a b b a b a b= + = + = + + ,

тобто приведення подібних символьних коефіцієнтів відповідно до їхніх порядко-
вих номерів у числах виконується автоматичними внутрішніми засобами Maple.

Таким чином, представлення гіперкомплексних чисел у форматі списків знач-
но спрощує розробку програмних засобів. Однак таке рішення вимагає наявності в
ПКГО процедур для взаємно-зворотного перетворення натуральної і внутрішньої
форм представлення гіперкомплексних чисел. Тим більше, деякі дії доцільно вико-
нувати над числами в натуральній формі. У зв’язку з цим у багатьох процедурах
ПКГО передбачається вихід у формі списку з двох елементів: перший елемент —
результат у списочній формі, другий — у натуральній.

Також виявилося доцільним надати списочний формат і більш складним гі-
перкомплексним структурам. Так, таблиця Келі множення базисних елементів
представляється трирівневою списочною структурою: верхній рівень складається
зі списку рядків таблиці, другий вкладений рівень — зі списку елементів таблиці,
третій, найнижчий рівень — зі списку структурних констант однієї клітинки таб-
лиці Келі.

Структурно ПКГО складається з наступних підсистем:
— алгебраїчних операцій у ГЧС;
— маніпуляції з ГЧС і таблицями Келі;
— визначення алгебраїчних характеристик гіперкомплексних виразів;
— зберігання часто вживаних виразів;
— виконання модульних операцій з гіперкомплексними виразами;
— візуалізації і сервісу.
Така структура та склад програмного комплексу гіперкомплексних символь-

них обчислень у середовищі Maple, як буде показано далі, дозволяє значно спрос-
тити процеси створення програмного забезпечення для математичного моделювання
різних науково-технічних задач.

Усі процедури ПКГО можна використовувати при написанні програм вирі-
шення різних задач з гіперкомплексними даними мовою програмування Maple. Для
цього треба підключити до програми ПКГО відповідно до норм Maple та викликати
потрібні процедури за їхніми ідентифікаторами, як це буде показано далі.

Розглянемо декілька прикладів.
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3. Приклади
Найпростіший приклад, коли система складається з трьох вузлів (рис. 4), у

кожному вузлі присутні дві властивості, що відповідають ГЧС 2-ї вимірності.

Рис. 4. Система з трьох вузлів і зв’язків

Систему рівнянь цієї моделі відповідно до п. 1 легко побудувати за допомо-
гою засобів ПКГО. Програма цієї побудови виглядає так:

Розглянемо випадок мережі, яка складається з трьох вузлів. Система впливу
вузлів будується за допомогою процедури:

,
,

, (24)
,
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,
.

Як бачимо система складається з 6-ти рівнянь, невідомими в якій будуть 6
вагових коефіцієнтів ija , тобто список невідомих:

.

Розв’язуємо (24) в радикалах:

.

Система (24) має 2 рішення. Перше рішення

,

,

має нульові коефіцієнти 1,2 2,2 3,2 0a a a= = = , тобто переходимо до мережі з дійс-
ними параметрами.

Дослідимо друге рішення:

, ,

, ,

, .

Цей розв’язок залежить від параметрів p  та q , які є структурними констан-
тами ГЧС. Тобто, вибором цих параметрів можна вибирати тип вживаної ГЧС.

Нехай 1,2 2,3 1,31, 0.5, 7, 8, 2p q l l l= = = = = , тоді відповідні коефіцієнти впливу:

1,1 0.32a = - ; 1,2 0.64a = ; 2,1 1.28a = - ; 2,2 5.13a = ; 3,1 0.36a = - ; 3,2 1.47a = .

Залежно від значень p  та q , можна отримати систему з різними впливами.
Нехай 1,2 2,3 1,31, 2.5, 7, 8, 2p q l l l= - = = = = , тоді відповідні коефіцієнти

впливу:
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1,1 2.20a = - ; 1,2 4.40a = ; 2,1 8.75a = - ; 2,2 7.01a = ; 3,1 2.54a = - ; 3,2 2.03a = .

При збільшенні числа вузлів треба враховувати співвідношення між кількіс-
тю рівнянь у системі та числом невідомих. Якщо в моделі n  вузлів, то система типу
(24) буде складатися з n2  рівнянь, а коефіцієнтів властивостей ija  при вимірності
ГЧС N  буде N2 . Тобто, при збільшенні числа вузлів система (24) може стати пе-
ревизначеною і не мати дійсних розв’язків. Наприклад, при 4³n  та 2=N  кіль-
кість рівнянь перевищує кількість змінних. Система стає перевизначеною і в зага-
льному випадку не має дійсних розв’язків. Для подолання цього протиріччя можна
або прийняти за невідомі деяку кількість коефіцієнтів властивостей, або перехо-
дити до ГЧС більших вимірностей.

Розглянемо випадок моделі з чотирма вузлами (рис. 5).

Рис. 5. Система з чотирма вузлами

Система рівнянь для системи з чотирма вузлами виглядає наступним чином:

,
,

,
,

,

, (25)
,

,
,

,
,

.

Як видно з (25), система має 12 рівнянь, а невідомих лише 8. Тому намагання
розв’язати її відносно змінних  дає
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негативний результат, але якщо об’явити змінними, наприклад, ще 4 коефіцієнта
впливу

,

то одержимо розв’язки, які можна аналізувати:

.

Нехай 1,2 2,3 3,41, 0.5, 7, 8, 2,p q l l l= = = = = 4,2 3a = , тоді отримуємо відповідні
коефіцієнти впливу

1,1 0.16a = - , 1,2 0.64a = , 2,1 2.57a = - , 2,2 10.59a = , 3,1 0.15a = - , 3,2 2a = , 4,1 0.75a = -

та зв’язки

1,4 2.04l = , 2,4 32.81l = , 1,3 0.42l = , 2,3 6.86l = .

Нехай 1,2 2,3 3,41, 2.5, 7, 8, 2p q l l l= - = = = = , 4,2 3a = , тоді отримуємо відповід-
ні коефіцієнти впливу

1,1 1.10a = - , 1,2 4.40a = , 2,1 1.41a = - , 2,2 2.82a = , 3,1 0.29a = - , 4,1 0.75a =

та зв’язки

1,4 2.04l = , 2,4 4.77l = , 1,3 2.93l = , 2,3 8.29l = .

Висновки
Розглянуто приклади побудови складних мереж. У представлених мережах

ребра відповідають взаємним впливам вузлів, у кожному з яких є декілька видів
активності. Також розглянуто два види активності, що відповідають гіперкомп-
лексним числовим системам другої вимірності, що ізоморфні систем ( )5 , 2Г f  за-

лежно від значення виразу
4
qp + . Проведено моделювання роботи мережі за допо-

могою гіперкомплексних числових систем і засобів ПКГО. Завдяки засобам ПКГО
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можна побудувати складну мережу будь-якої вимірності з декількома видами акти-
вності. Дослідження систем з більшою кількістю активностей залежить від потуж-
ності обчислювальної системи, на якій може бути встановлений ПКГО.
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